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福間慶明
そζでζの予想についていろいろ調べてみることがことでの目的である。
以下§1でX力轍面の場合忙ついて扱う。この時は、小平次元κ（X）が1以下なら上の予想が
正しい乙とを述べ、さらにg（L）＝g（X）が成り立つ（X，L）は、どのようなものかを調ぺる。
また、Xが一般型曲面のときについても特別な場合について調べる。
§2では、高次元の場合についていくつか調べる。
Notation
以下複素数体C上で考える。XをC上の非特異射影多様体とすると、
Pg（x）＝九〇（1（x）：Xの幾何種数
g（X）＝九1（Ox）：Xの不正則数
～：線形同｛直
≡：数値的同値
X（X）1．XのE泊eτ一Po垣car6指標
§LXが曲面の時
1－1‡小平次元κ（X）が1以下のとき。
定理Lユ．（x㌧五）を準偏極曲面で、κ（X）≦1とする。
この時、g（L）≧Ψ（X）が成立する。
証明、
（1）κ（X）＝－ooの時
Riem孤n－Rochの定理と川又一Viehwegの消滅定理より、九◎〈五x十L）＝ρg（X）⇒（X）＋g（五）
が成立する。ここでは、ρg（X）＝0より、～刑五x＋L）＝g（乙）－g（X）がいえるので、主張を
得る。
（2）κ（X）＝0の時。
この時、分類理論よりg（X）≦2がいえる。もし、g（L）≦1なら、κ（X）＝一◎。となり矛
盾。よって9（五）≧2≧9（X）。
（3）κ（x）＝1の時。
このときは、Xがelliptic　6bratio11をもつことに注目する。つまり、∫：X→σが全射で
連結なファイバーをもち、∫の一般ファイバーFが楕円曲線である。ただし、0は非特異射
影曲線とする。
さらに次の2っの事実を用いる。
（標準束公式）ξ：X→0を相対的極小楕円ファイバー空間とすると、
五xイD＋Σ（η％　1）君
　　　　　　　2
が成立する。ただし、DはC上の因子で、　deg　D＝2爪C）－2十惑X）をみたし、殉嘱は、
∫の重複ファイバーでΣ輌は、ζのような重複ファイバーのすべての瀦をとる。
また、∫が相対的極小とは、∫のファイバー方向に（－1L曲線がない時をいう。
（不正則数に関する不等式）
　　　　　　　　　　　　　　　9（o）≦9（x）≦9（c）十1
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13－1）Xが極小の時。
標準束公式を用いて、
29（L）－3≧κ・L＝（2∬（C）－2＋X（X））飢＋Σ（…一・）耶
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　輌
がいえる。ただし、．Fは∫の一般ファイバーとする。
もし、g（C）＝0なら、　g（X）＝0もしくは籔X）＝1より、翼L）≧窪（X）は成り立つので
g（C）≧1とする。すると、乙F≧1，Σ：（η％－1）パL≧◎，x（X）≧0より、　g（勾≧
g（C）十1≧q（X）が証明される。
Xが極小でない場合も悟ぼ同様に証明される。　口
　　そこで、κ（X）≦1については、予想がいえたので、次に等号が成立する時、つまり
g（五）＝ロ（X）となる（．X，五）について分類をしよう。
その前に、分類をやりやすくするためκ、1つの概念を定義する。
定義L2．（X，L）を準偏極曲面とする。この時、（X，L）が、　L一極小とは、　X上の任意の
（－1）一曲線Eに対してLE＞0となるときをいう。
（注意）任意の準偏極曲面（X，L）に対して、ある準偏極曲面｛X’，L’）と双有理正則写像
μ：X→X冷ζあり、（1）五＝ξz事、乙／㌻｛2）（蒐ξ，五’）はLZ一極小、となるものが存在する。特に
9（L）品9〈万），9（X）燃9（Xび）である。
これは、X上のある（－1）一曲線Eoで、　LEo＝0となるものがあれば、そのようなEoを
ブローダウンしてやる。それを、μ0：X→X1として、　L1をサイクルの意味でLをX1に
おとしたものとする。すると（X1，L1）は準偏極曲面となる。もし（Xエ，L1）がL1一極小ならこ
れでよい。もしそうでなければ、（鵡，Z］）にたいして上の操作を繰り返す。このようκしてつ
くられる。
すると、この概念を定義することにより、CY，五）がL一極小の時についてg（L）＝σ（X）の成立
するものを調べれば、（．x，L）がL一極小でない時でg（ゐ）＝q（X）を満たすものは、
（x，μ＊』ソ）の形のみとなる。ただし、（X’，LりはL’一極小な準偏極曲面、μ：X→X’は双有
理正則写豫。
よって、（X，五）をL一極小として考えるζとにする。
定理L3．
（X，L）をL一極小な準偏極曲面でκ（X）≦1とする。もしg（五）＝g（X）をみたすなら（X，L）
は次の通りとなる。
ζ1一η（X，五）ニ（P2，0（r）），ヂ＝1，2
（乏一2♪xは、非特異曲線上の酎束で、Ll∫痴＝o（1）．
（2－1ノ（X，L）＝（」（0），L）ただし、ノ（σ）は、種数2の非特異曲線（フのJacobfaΩ多様体で、
Lはテータ因子の平行移動類。
（22戊（X，五）＝（01xO2，肩＋昂）ただし、　qは楕円曲線で、君はq×02→C’，のファイ
バーをあらわす。（《ぱ1，2）
f幻ノ（x㌧五）は了2一りの一点ブローアップで、その（－1）一曲線を君とすると五8ニ1が成り立
つo
（2－2ノ（．x，L）は↓2・2戊の一点プローアップで、その↓一り一曲線をEとするとLE＝1が成り立
つo
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（の（X，L）＝CF×C，　L）ただし、　Fは楕円曲線で、0は種数が2以上の非特異曲線、　L≡
F十〇。
（3ッ（X，L）は（3ノの一点ブローアップで、その但戊一曲線をEとするとLE＝1が成り立つ。
証明・（詳しくは、｛Fkllをみよ）
④κ（X）＝一。。の時・
この時、Kx＋五は、品fでないことがいえる。すると、あるexもremal　rat拓na至curve～で、
（κx十L）～＜0となるものが存在する。すると、これよりX，～は次のようなものに限られる。
（a）X＝P2，～：X上の直線
（b）Xは非特異曲線上のP1束で、～はそのファイバー．
（c）1は、（－1）一曲線
（∋から（1－1），（b）から（1－2）が得られる。（c）はL一極小の仮定からありえないことがわかる。
（2）κ（X）＝0の時。
ζの時は、g（L）＝g（X）≦2より、κ（X）＝◎であるζとを考えると、　g（L）＝g（X）＝2の
みありうる。よって、（L2，L／丘）＝｛2，0〕，｛1，1）の2通りが考えられる。
（2－a，）（L2，五頁x）＝（2，0）の時。
実はこの時、Xは極小となることがわかり、よって3（はAbel曲面である。するとLはam－
pleであることがいえるので、前に述ぺたようにg（L）＝0（X）＝2の分類は、わかっている。
それをもちいると、（2－1）（2－2）がでる。
（2－b）（L2，LKx）＝（1，1）の時。
この時は、Xは極小ではなく、計算することにより（2－1），（2－2）の一点ブローアップであるピ
とがわかる。
（3）κ（X）＝1の時。
ζの時も、楕円ファイバー空間∫：X→Cがあることに注目して調べる。その際、やはり標準
束公式を用いるのであるが、さらに次のBeauv漉氏の結果（｛31）をもちいる。
（Beao∨i11e）Xを非特異曲苗、　Cを非特異曲線とし、∫：X→Cを全射で連結なファイバー
をもつとする。この時、爪X）≦g（F）÷g（C）が成り立つ。ただし、Fは∫の一般ファイバー
とする。さらに、g（X）＝g（ダ）＋g（C）ならば、　XはF×Cと双有理同値である。
すると、g（X）＝g（C）とg（X）＝g（C）＋1に場合わけして考えると、　g（L）＝g（0）の時は実
は、ありえないことがわかるΦよって、g（L）＝g（σ）＋1の時を考えるのである。
Xが極小の時、Beauvilk氏の結果を用いるとX≡F×0である。ただし、　Fは∫のファイ
バーで楕円曲線であり、（フは種数が2以上の非特異曲線。
すると、標準束公式を用いると、
2≦7（五）－2＝（29（五）－4）L29㌧｝“L2
を得る。
ζの時、五F≧2絃、ありえないことが証明できるので、LF＝1，五2ニ2がいえる。
ζこで、民を毒∈C上の∫によるファイバーとすると、君は楕円曲線でL民＝1である。
よって、九〇（LIF、）＝1がいえるので、L匡～巳、ただし乃は、君上の点である。
（y，りをF×0上の点とし、（y（君），りで点P‘を表すとする。ζの時、射ん：F×0→．F×C
を次のように定義する。
　　　　　　　　　　　　　　　ん（y，τ）＝（y－y（君），り
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すると、九は同型刷象になる。したがって、
L＝∫L＊（｛0｝×C）十∫＊D
ただし、DはC上の因子。
他方、L2＝2より、　d¢gD＝1が得られ、したがって、　L≡F十Cとなる。よって（3）が得
られる。
Xが極小でない場合も同様に調べれば、（3アが得られる。　口
　　以上より、κ（X）≦1のときは、臓とんど問題は解決している。
（注意）
上であげたタイプは、各々実際に存在することがわかっている。
轍（、（2ろアの例は、L皿t磁氏閲により得られている。
それはどのようなものかを簡単にのぺると、
0を種数2の非特異射影曲線、γを0の2次対称積とする。この時、薗然な写像ψ：0×0→
γと、ぴ＝0×｛y｝（ただし、yはC上の点。）κ対して、∬＝ψ（0’）とおく。すると、
∬は、Y上の種数2の非特異曲線となり、かつγ上巫pleとなる。
ζの（ジガ）が、（2－1アの例である。
こζで、Xに特異点がある場合を考えておく。
一般に、Xを正規射影多様体、　LをnefかつbigなCartier因子とする。
この時、μ：X→XをXの特異点解消とする。ただし、Xは非特異射影多様体。ζにで、
L＝〆五とおいた時、五は11efかつb嬉なCa垣er因子である。
実は、つぎのことがいえる。
補題（｛Ft5D．9（L）＝9（L）．
　　ζの補題をもちいれば、一般につぎのことがいえる。
任意の準偏極多様体（特にXは非特異〉（X，L）に対して、　g（Z，）≧璽（X）がいえれば、　Xが
一般に正規の時でも、g（L）≧g（X）はいえる。ただし、　Xが正規のときは、　Xのある特異点
解消μ：X→Xに対して、q（X）＝が（0虎）と定義する。　（この時、4（X）はXの特異点解
消のとり方によらないζとに注意。）
したが噸て、上の結果よりつぎもいえていることになる。
定理1．1’．Xをκ（X）≦1の正規射影曲面、　Lを刀e∫かつbjgなCa頑er因子とする。
この時、9（五）≧9（X）が成り立つ。　白
1－2：κ（X）＝2の場合。
Xが一般型曲面の場合、じつは完全κ問題が解決しているわけではない。さらに、この時、ど
のように考えるべきかも問題になるのですが、κ（X＞≡1の場合にファイバー空間と考えるこ
とによってうまくいったので、これをヒントにして、Xが飾r頑◎ロをもつと考えてやるのが
よさそうである。（この考えは、高次元の場合を考える上でも重要な見方である。）
そζで、以下∫：X榊C全射で連結なファイバーをもつ場合を考える。
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定義L4．（あx，ぴL）が準偏極ファイバー空聞とは、∫：X→Cが上のようなもので、　Lが
nefかつbigの時をいう。
まず、次のような一般的な事実がいえる。
定理1．5．（∫，X，C，L）が準偏極ファイバー空間で、κ（X）こ2とする。
ヒの時、g（五）≧g（C）＋1が成立する。
証明．ぐの証明の1っのポイントは、y（L）を次のようにうまく変形するぐとである。
　　　　　　　1　φ9（L）＝9（o）＋三（五x／c＋L）み（LF－1）（9（o）－11
ただし、∬ζ．x／c＝∬ζx一戸∫ζぴ相対的標準因子。
もう1つのポイントは、次のArakelovの定理を用いることである。
（A按ke1◇v）（｛BD（∫，　X，　C，五）を、相対的極小ファイバー空間で、　g（笥≧2とする。
ヒの時・κx／σは肥fである。
ヒのArakelovの定理を用いると次がいえる。
補題1．6．ぴ，X，C，L）を準偏極ファイバー空閲で、ぱX）＝2とする。
この時、κx／cL≧0が成立する。　ロ
そこで、定理1．5の証明をのぺると、
（1）∬（0）＝◎の時、∬（乙）≧2＞ヱ＝∬（C’）十1．
（2）9（0）≧1の時・（LF－1）（∬（C）－1）≧0かっκx／oL≧0なので・σ（L）が整数値をとる
ととを考えると、4（五）≧夕（乙‘）十ユがいえる。　［コ
系1．7．（X，L）を、準偏極曲面でκ（X）＝2とする。もしXのA∫bane8e写像の像の次元が1
ならば、g（L）≧4（X）＋1が成立する。
　　でぱ、グ：X→0の一般ファイバ～アの種数に制鰻をくわえ麦場合、予想1がどの程度
いえるのであろうか？それに対して今のところわかっているのは下の結果である。
定理L8。ぴ，X，C，L）を準偏極ファイバー空闘で、κ（X）＝2とする。
もしg（F）が2もしくは3ならば、g（L）≧g（叉）が成り立つ。
証明．ζの証明は、定理1．5の中で述べた∬（L）のうまい変形と、定理1．3の中でもちいた
Beauv沮¢氏の結果を用いて調ぺていくのである。
例えばg（F）＝2の時の証明をのべる。ζの時は、α（X）≦g（C）＋g（F）＝g（C）＋2である。
もしq（X）＝g（C）＋2なら、Beauville氏の結果よりXはF×Cと双有理同値であるが、じ
つはこの時は、g（L）≧窪（X）は証明できる。つぎにロ（X）≦g（C）＋1とすると、このときは、
上の定理1．5よりg（L）≧g｛C）十1≧頃X）となるので正しい。
9（F）＝3の時の証明は、多少複雑になる。（詳しくは、［Fk1］をみよ。）　口
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　　　　　　　　　　　　§2．dimX≧3の場合
ζこでの主結果は、つぎの定理である。
定理2．1（［Fk2D．
（X，L）を準偏極多様体でdim　X＝η≧3，κ（X）＝0もしくはκ（X）＝1とする。
もしLn≧2なら、　g（ゐ）≧≦X）が成立する。
（κ（X）＝0の時の証明）
この時、川又氏の定理（【Ka1Dより、　KX）≦ηである。
よって、仮定を用いると
9（五）－1パ（ぷ÷（・・－1）L）五・－1
　　≧1十（n－1）
　　≧9（x）
したがって、κ（X）≡1の時が問題となる。
そこで、この場合を考えるための1つのステップとして、次の予想を考える。
予想2．X，γを非特異射影多様体で、（lim　X＞dimγ≧1を満たし、∫：X→γは全射で
連結なファイバーをもつものとする。そして、LをX上の況ξかつb栖な因子とする。
この時、g（五）≧奮（γ）が成立する。
（注意）
（1）予想1が正しいなら、予想2も正しい。
（2）dlm　X＝2の時、予想2は正しい。（定理1．1と定理1．5）
まず、ζの予想2についていくつかの結果を述べる。
こζで述ぺる結果は、dimγ＝1の時である。以下γを0と書くζとにする。
定理2．2．（∫，．x，c，L）を偏極ファイバー空間で、　dim　O＝1，dimX＝η≧3とする。
この時、g（五）≧g（C）が成立する。ただし、爵C）はCの種数。
証明．まず、つぎの補題を示す。
補題2．3．（∫，X，C，L）を定理2．2と同様とする。
この時、κX！C十（η一1）Lは、げ，X，　C，　L）カζSCm〃でなければ、　nefである。
こζで、（あX，0，L）がscroUであるとは、∫：X→0の任意のファイバーFに対し
（」亘、Lダ）＝（P露一㍉0ぱ））となるときをいう。
補題2・3の証明の概略もし五xlc＋（η一1）Lが£nefとする。
このとき、実は五x／c十（η一1）Lは11efとなる。それはつぎのようにして示される。
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Xx〆cΨ（n－1）L一頁xは、£amジ1eより固定点自由化定理（｛KMMDから、十分大きい自然
数mに対して、
（2．3．1）　　　　∫牢∫。0（司五x／c十（η一1）L））→0（？η（πx！c十ピー1）ゐ））
は、全射である。
一方、Viehweg氏の論文IVIのTheorem　IIIの証明と同様にして、つぎのζとが証明できる。
補題2．4．X，γを、非特異射影的多様体、　AをX上のsemjam1）1eな因子、∫：X→γを全
射とする。この時、任意の自然数mに対して、∫．0（η｝（κx／γ十、4））はweakly　po8i6iveであ
る。
ただし、wea却アpo磁三γeなどの言葉の定義は、　IVIを見よ。
特に、ζこではdi㎜γ＝1であるので、ζの補題を用いれば・∫．0（m（・κx／c＋（・‥1）L））
は、semip◎s垣veであることがわかる。すると、上の（2．3．1）の全射性より、κx／c十（n－1）L
はnefであるζとがわかる。
っぎに、κx！c＋（η一1）Lは、£nefでないとする。
この時、あるextremal　rational　curve　lで∫（りは一点、（κx／c＋（η一1）L）」＜0とな
るものが存在する。φ：X→2を、～のc◎ntract垣a　mo砂hismとすると、あるm◎rp垣§m
μ：Z－→Cがあって、∫＝μ◎φとなるものが存在する。
ζの時、藤田氏の結果（［Ft1Dを用いると、　dim　2＝1であり、かつ（φ，X，　Z，　L）はscrollと
なることがいえる。
一方、了は連結なファイバーをもつので、μは同型写｛象となり、（五X、C，　L）は、　scぎollとな
る。（補題2．3の証明終り。）
（定理2．2の証明）
g（五）を次のよう｝（、うまく変形する。
（・・…）・（L）一・（C）＋i（K・，・＋（－1）L）L・－1＋（L・－1F－1）（・（C）－1）
ただし、∬は∫の一般ファイバーとする。
g（0）＝0のときは、g（L）≧0＝∬（0）より正しい。（Introductionをみよ。）
9（C）≧1の時は、まず、（Lπ　1F－1×9（C）－1）≧◎はいえる。
もし、κx／c＋ぴ一1）・Lが球fなら・上の式よりρ（L）≧夕｛のは成り立つ。
よって、κx！c＋（n－1）Lが11efでないとすると、上の補題2．3より（∫，．X，　q　L）は、　scrol1
となる。ところが、ζの時は、g（L）が計算できて、∬（L）＝g（0）となるので、いずれにして
もヨ（L）≧9（C）がいえる。　O
（注意）
補題2．3の証明と同様にして次のこともいえる。
（∫，X，　C，　L）を定理2．2と同様とする。ζのとき、五x／c÷7己は、1ユefである。
次に、一般ファイバーFの小平次元に制限をつけると、さらによい評価が得られる。
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定理2．5．（∫，x，　C’，　L）を準偏極ファイバー空間で、　dim　X≧3，dim　C＝1とする。もし、
κ（F）≧0かつg（0）≧1なら、
　　　　　　　，丁一19（L）≧9（（フ）＋「うL「
が成立する。ただし、「1は、切り上げを表す。
証明．κ（F）≧0より、十分大きい自然数mに対して、ム0（mκx／c）≠0。
従って、自然な写像
　　　　　　　　　　　　　∫＊∫・0（・η頁x／ε）→o（mκx／c）
が存在する。
このとき、
　　　　　　　Im（∫＊みo（m・κ，v！c・）→0（m1ζx／c））＊＊＝0（m五x／c－Z）
とする。ただし、＊＊はdouble　dualを表し、　ZはX上のeffective　divisor。
もし必要なら、ある双有理射μ：X’→Xをとり、
μ＊∫＊∫＊0（η1」κx／c）→μ＊0（7η1ζx！o－Z）⑧0（－E）
は全射となる。ただし、Eは、μ一exceptiollaユなeffective　divisor。
すると、川又氏の定理（［Ka2Dより、∫．0（m頁x／c）はsemiposi七ive。
よって、μ＊（mKx！o－Z）－Eは、　nefであることがいえる。
バLはnefに注意すると、
O≦（μ＊L）’ε一1（μ＊（η1五’x／c－z）－E）
＝L’回（m∬x！c－z）
よって、1ζx／cLπ一1≧0がいえる。
したがって、定理2．2の証明内の式（2．2，1）を使えば、
9（L）≧9（c）＋「n；1L叶
がいえる。　口
　　そこで、定理2．1のκ（X）＝1の場合の証明をしたいのだが、それは定理2．5からでるの
である。
（定理2．1のκ（X）＝1の場合の証明）
この時、飯高理論（［111，［12Dにより、次のようなファイバーが存在する。つまり、
ある非特異射影多様体X’と、ある非特異射影曲線Cと、ある双有理射μ：X’→Xと、全射
で連結なファイバーをもつ射∫：X’→0で一般ファイバーFの小平次元が0なるものが存在
する。
ここで、注意すべきことは、L’＝バLとおくと、（叉’，L’）は準偏極多様体となり、
（〃）π＝L㌔g（L）＝g（L’）をみたし、げ，X’，C，　L’）は準偏極ファイバー空間となることであ
る。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　福間慶明
（1）∬（0）＝0の時
まず、仮定より、
　　　　　　　　　　　　　9〈L）－1＋i（苛÷（・・－1）ゐ）Lぷ
　　　　　　　　　　　　　　　≧1÷（抱一1）
がいえる。
ところが、dim　O＝1より、次のような不正則数の間の不等式がいえる。
　　　　　　　　　　　　　　　　9（．x’）≦9（F）＋9（c）
ただし、Fは∫の一般ファイバー。
また、κ（F）＝0より、川又氏の定理（［1〈a1Dより、　q（F）≦dim　F＝η一1がいえるので、
　　　　　　　　　　　　　　　　夕｛五）≧1十｛丹一1＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〉ヨ｛c）÷ロ（F）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧承x’）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝9（x）
（2）9（0）≧1の時
定理2．5をもちいて、
・（L）一・（万）≧・（c）＋「n；1（別一・（c）＋「7≒1L叶
が成立する。一方仮定と上で述べだ不正則数の闇の不等式を用いれば、
　　　　　　　　　　　　　　　　9（五〉≧9｛の÷（惣一1＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧9（c）十q（F）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧q（xり
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝4（x）
を得る。　口
　　以上の議論よりわかるように、予想1を考える時、Xが舳r頑α1の構造をもつものとし
て考えるのが§然である。
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